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MEDIDA DE LA DESIGUALDAD
EN LA DISTRIBUCION ¢

por Roberto Antelo*

1. INTRODUCCION

El presente trabajo tiene por objeto mostrar un pa-
norama de los problemas que surgen al querer medir la de
sigualdad en una distribuci®n y varias de las soluciones
propuestas. FEn un Anexo final, se presenta una generali-
zacidn de estas medidas con miras a lograr una mejor com
paracidn entre ellas.

El hecho de poder medir la desigualdad enuna distri
bucifn de bienes o recursos (1ngresos, consumo de un de—
terminado bien, mano de obra entre las firmas, asignacidn
de recursos a entidades financieras, etec.) ha ido cobran
do creciente interds para los economistas. Poslblemente
por ello filtimamente se han realizado importantes esfuer
zos para lograr definir un indicador que refleje con su-
ficiente claridad el grado de desigualdad en la distri-
bucidn de la variable que se esté analizando. {i bien to
das estas contribuciones han sido valiosas, su mayor o0 me
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nor aplicabilidad depende, en iltima instancia, del con-
cepto que maneje el investigador para apreciar la semsi-
bilidad del indicador que utilice.

La idea de "desigualdad en la distribucifn" es muy
dificil de transcribir a t8rminos matemiticos, salvo en
lo que se refiere a los valores extremos. En efecto, re-
sulta obvio que la minima desigualdad se presentard cuan
do todos los individuos (firmas, bancos, etc.) reciben la
misma cantidad, mientras que la mxima desigualdad corres
ponde al casoc en que uno de aquéllos recibe el total de
lo que se distribuye, y los demd3s, nada.

Una formalizacidn elemental de estas ideas permite,
de algiin modo, acercarse a la buscada expresifn de un in
dicador de desigualdad.

Bisicamente, se dispone de un total Y de cierta va-
riable que se distribuye entre N individuos, representan
do con v lo que recibe cada uno. Con esa informacidn se

desea construir un indicador que permita identificar las
distintas distribuciones posibles de ese total entre los
N individuods. Asi, cada conjunto {Yi}ELl de valores po-

sibles, sujetos a la condiecidn:

(1.1)

)=
v

]

<

B
i
p—

representa una distribucibn posible.

En rigor, lo que se busca es una funcidn de ese con
junto de valores de modo que a cada distribucidn le asig
ne un valor distinto gue permlta clasificarlas en la es-
cala de minima desigualdad a mixima desigualdad. Esto equi
vale, matemdticamente, a definir una funcidn desde el es
pacio de vectores de N dimensiones restringido hacia el
conjunto de los nimeros reales. El inconveniente que pre
sentan estas funciones es que siempre habri vectores que,
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siendo distintos, producen el mismo valor para la funcidn,
dado que el conjunte de partida es demayor dimensidn. Por
lo tanto, se harz necesario adoptar un criterio para agru
par los vectores que tengan un mismo valor de la funci®n.
Por ejemplo, s1 N = 2 yv se define la funci®n:

_ 2,2
(1.2) £y vy) =y, +y,

los vectores (5,0); (4,3) y (3.536,3.536) producirdn el
mismo valor de la funcibn. En consecuencia, al utilizar
el valor de 1a funcidn para ordenar los vectores por gra
do de desigualdad, los mencionados en el ejemplo quedarin
a un mismo nivel,

Se insiste en este punto ya que, al adoptar un deter
minado indicador, se estd aceptando, implicitamente, una
definicidbn de equivalencia entre distintas distribucio-
nes. Debe cuidarse, por lo tanto, que esadefinicidn coin
cida con el criterio manejado que se aplique en el pro-
blema particular.

El otro aspecto es, por supuesto, el concerniente al
orden o "ranking'" que se logra mediante la aplicacidn de
un determinado indicador, ya que &ste debe asignar mayor
grado de desigualdad a aquellas distribuciones que por su
estructura sean, desde un punto de vista subjetivo, .més
desiguales. Como jlustracidn de este punto ohs&rvese que,
de acuerdo con la funcidn definida en (1.2), los tres vec
tores presentados en el ejemplo serian "igualmente desi-
guales", lo que no coincide con una apreciacidn subjeti-
va. No obstante, 5i se recuerda la restricci®n enunciada
en (1.1) se notarid que los vectores no representan unmis
mo total. Asi, la definicidn de (1.2), junto con la res-
triceion (1.1), hacen que la funcidn adjudique valores
distintos a vectores distintos. Sin embargo, si se pasa
a N = 3 esa propiedad deja de ser vdlida, como se puede
verificar con los vectores (4,1,1) v (3,3,0).
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Si bien el tema a tratar puede encararse en forma ge
neral como el problema estadistico de caracterizar la "con
centracidn' de la distribucidn de una vatwmlealeatorla,
se ha preferido comenzar por un enfoque simplemente empi
rico a ser generalizado posteriormente.

2. EL COEFICIENTE DE VARIACION

Como se dijo en el parrafo anterior, se parte de la
distribucidn del total de una determinada variable que,
para mejor comprensitn de lo expuesto, se tomari como re
presentativa de los ingresos de una pohlaciBn.

En la tabla 2.1 se presenta un listado para anali-
zar una distribucibn; alli figuran los ingresos de una hi
potética poblacidn de cince individuos.

Ind. N2 Ingreso

200
320
240
360
280

LB~

TABLA 2.1

Obsérvese que el primer individuo es el que recibe
el menor ingreso y el cuarto, el mds favorecido. {Cémo me
dir el grado de desigualdad en la distribucin?

Una primera idea podria consistir em considerar 1a
diferencia entre el mayor y el menor; esto es, el rango
de variacibn, que para el ejemplo presentado resulta igual
a 160. Sin embargo, basta proponer que en un periodo POos
terior varien los ingresos de los intermedios, mantenién
dose iguales los extremos, para que el indicador perma-
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nezca constante, pese a que la nueva distribucifn ne sea
equivalente a la anterior. Surge de este ejemplo la idea
de que deberia poder compararse cada ingreso con respec-
to a un nivel de distribucifn equitativa. Como ya se men
ciond al hablar de los valores extremos, la minima desi-
gualdad corresponde al caso en que todos Teciben un mis-
mo valor. Dado que la condieifn (l.1) exige que el total
gea constante, ese término de comparacifn estari dado por:

(2.1) y = ¥/N

que representa el ingreso per chpita (promedio).

Piénsese ahora que el indicador debe resumir todas
1as diferencias pero sin considerar el sentido delasmis
mas. O sea que es tan desigual que un individuo reciba un
determinado monto por encima del promedio como que reci-
ba ese monto por debajo. Pareceri indicado, emtonces, to
mar las diferencias en valor absoluto o bien elevadas al
cuadrado.

Relacionado con diferencias en valor absoluto, se ha
definido el Indice de Kuznets que severd posteriormente.

Siguiendo la otra alternativa, emn cambio, se puede

definir:

(2.2) a=3" gy -9’

Aplicando a los valores presentados en la tabla 2.1
se obtendria d = 16.000. -

Supbngase ahora que en una fecha posterior se obser
van y tabulan nuevamente los ingresos ¥ se obtiene el lis
tado que se reproduce en la tabla 2.2.
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Ind. N2 Ingreso

200
280
280
360
280

[ N TR LR

TABLA 2.2

Si se emplea el indicador definido en (2.2) se obten
drd d = 12.800. Como se podTa esperar, el valor de d ha
disminuido, aunque afin se mantiene alto debido a los va-
lores extremos bastante alejados del promedio,

Tal como fue definido, el indicador alcanza su valor
- - - - - el - -
mAximoe cuande uno de los individuos, sea ésteel k-E&simo,
recibe todo el ingreso. Esta distribucidn se puede repre
sentar como:

(2.3) v. =8, .Y

donde ﬁik vale 1 si i=k y cero en cualquier otro caso.
Al aplicar la definicitn (2.2) al caso presentado en
la Tabla 2.2 se obtiene:

2.8) d= -2+ M-1)F% = @F-7) 2+ O-DF2=N ¥-DY*

Esta expr351on permite observar que el valor maximo
depende de y, lo que dificulta la comparacidn entre indi
cadores de distribuciones provenientes de grupos con dis
tintos promedios. Por ello, para homogeneizar el indica~-
dor se lo divide por 3 <2 pero también por N, obtemniendo una
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forma asimilable a un estadistice mis conocido. En efec-
to, la expresidn resultante es:

>

(2.5) g = 1=t

N §2

Teniendo en cuenta la expresidn del valor miximo cb
tenido en (2.4) y la correccibn indicadaen (2.5), el nue
vo valor extremo serd, en consecuencia, N- 1. Como se ad
vierte, el nuevo miximo s8lo depende del tamafio del gru-
po investigado. Puede argumentarseal respecto que el indi
cador deberia hacerse independiente del tamafiode la mues

tra analizada. No obstante, tal correccidn no parece tan
acertada, ya que de alglin modo debe poder destacarse el

hecho de que es mids desigual la distribucidnen la que se
reparte un cierto monto entre 100 individuos adjudic&ndo
selo a uno solo, gque otra donde se reparte una suma en-~
tre sBlo 10 individuos tambi&n adjudic@ndosela a uno so-
io.

8i se considera gque los vealores yisnnlobservaciones
de una wvariable aleatoria con cierta distribucifn de me-

d1a 1 y varianza U , el indicador deflnldo en (2.5) re-

2
presenta un estimador de la cantidad o /u que es, por de
finicidn, el cuadrado del coeficiente de variacidn.

Dado que en muchas ocasiones los datos para el and-
lisis se proveen expresados en t8rminos relativos o par-

ticipaciones en el total, resulta conveniente deducir una
expresidn alternativa para la indicada en (2.5).
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-2 N
;cyl—y) Ny ;Yi N 52
(2.6) d=""—0s =2 i e e
Ny i=l Ny Ny Ny
N
=N z;-1
i=1

donde z; = yi/Y es, justamente, la participacitnenel to

tal.

Ahora bien, si los datos son proporcionados en for-
ma absoluta como se viera en un principio, la conversién
de t&rminos absolutos a relativos es inmediata, por lo que
se puede adoptar (2.6) para todos los casos.

Una nueva variante se presenta cuando la distribu-
ci6n estd dada por sectores en lugar de individuos. En es
te caso los datos serdn proporcionados en una forma simi
lar a la mostrada en la tabla 2.3.

o Fraceidn de |Participacidn
Sector N= o .
poblacidn jen el ingreso
1 0.1 0.5
2 0.4 0.4
3 0.5 0.1
TABLA 2.3

Para adecuar la definicidn del
(2.6) se hace necesario introducir
%, se denotaria la fraccidn de pobla

el sector i~ésimo; 1 =1, 2, ..., m

indicador obtenida en
cierta notacibn. Con
cidn representada por

. Si el total de indi
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viduos es N por cada sector habra in individuos cuya par
ticipacidn en el total de ingreso serd zi/(in). Luego,

aplicando la definicidn dada en (2.6) se obtiene:

L 2i .2 L 2i.2
(2.7)  d=N2  (¥x) GO -1=2" x (-1
i=1 i i=1 i

Con los datos presentados en la tabla 2.3 se obtie-
ne d = 2.92,

Notese que con esta nueva definicidn el valor mini-
mo sigue siendo cero (0) cuando el ingreso de cada sec-
tor sea proporcional a la fraccidn de poblacifn respecti
- va, esto es, z; = X, para todos los sectores. En cambio,

el valor miximo ya no es necesariamente m- 1, va que aquél
se alcanza cuando todo el ingreso lo concentra el sector
- o~ 4 - P

mas pequeno. Por lo tante, el valor mAximo serd l/xmin_l'

En el caso analizado este valor es igual a 9.

Esta nueva extensidn en la definicidn de d permite
ineluir a la variante anterior cumo un casoparticular don
de X = 1/K para todo i v m = H.

Notese que la cantidad zi/xi que aparece en la ex-

presidn (2.7) representa la participacidn en el ingreso
per cdpita del sector i, con respecto al ingreso per ci-
pita de toda la poblacidn. En efecto:

O LR
’ i x. n./N Y/N -
i i y

Besafortunadamente, como I LA # 1, W, no puede ser

tomado como una participacidn. No obstante, se lo 1lama~
rd "ingreso per clipita relativo del sector i" (iperi).
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Usando la nueva definicidn, la (2.7) se transforma
en: -

m
(2.9) d=) x
i=1

Un aspecto que resulta interesante analizar es el
comportamiento del indicador cuando se refinen dos secto-
res para formar une solo. Sean Bstos el r—e51moy'Els—e51
mo. El nuevo sector tendrd como fraccidn de poblacidn
(xr + xS) ¥ como ipcr:

zr -+ Zs XIW£ 4 xsws
(2.10) VEX +x x + X = frwf + fsws
-donde:
X X
(2.11) frTE tx, y fs "% +x

T ] T 5
N6tese que a partir de (2.11) se deduce trivialmen-
te que: : .

(2.12) fr +f =1

La aplicacidn de la £6rmula (2.9) a la nueva distri
bucidn donde los sectores r y s se han fundido en uno S0
lo da por resultado:

' 2 2
T - -
(2.13) d Zx xw, + (xr + xs) (frwr + fsws)
17T, s
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Restando de la expresidn (2.9) la (2.13) se obtiene:

2 2 2
2 ' _ 4= - - =
(z.14) d d=(x +x) (fw +fw) X W X W

2
= (xr+xs) fr (l—fr) v +2 fr fS LA +
: 2
+ fs (1 - fs) W

Pero en virtud de (2.12) resulta finalmente:

2
' - — - —
(2.15) d d=-(x +x)f f (w w )

Dado que X. Yy x_ Y, en consecuencia fr v fs’ son po

sitivos, la expresidn dada en (2.15) seri siempre negati
va, salvo que W = W Como podria esperarse, entonces,

la asociacidn de dos sectores disminuird siempre la desi
gualdad, salve que los iperi sean iguales, caso enel cual
el indicador no varia. 5i ademfs se escribe:

X X
I s
x +x
T 5

{2.16) (xr + xs) fr fs =

se halla que (2.16) es maxima para X, = X, de lc que se

deduce que la disminucidn de la desigualdad serd mayor
cuanto menor sea la diferencia entre Xy xs,independigg

temente de los wvalores de W,y W

Otro aspecté que resulta importante contemplares el
comportamiento del indicador frente 4 una transferencia
de ingresos de un sector a otro. Sean estos sectores el
r-ésimo v el s-&simo, para los cuales se cumple:
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(2.17) W < W

Se establece una transferencia de ingresos (relati-
va) h desde el sector r hacia el s, de modo que si h > 0
la transferencia real se opera desde r hacia s, mientras
que si es h < 0 se operari en sentido contrario.

La expresidn del indicador para la nueva situacidn
sera:
(2.18) d'=§ x.w2+x (w_-h/x )2+x (w_ + h/x )2
A 17 r T T 5 s s
i#r,s
de mode que al restar (2.11) de (2.18) quedara:
2 2 2 2
' d= [- 3. - - =
(2.19) 4'-4 X, (Wr h/xr) +:u:S (Ws+h/}{5) X W= X W
==2 h + h2/x + 2 h + hz/x =
Yy T Ys s

=2 (v, - w) b+ (I/x_+ 1/x) b2

De acuerdo con (2.17) la diferencia CWS - Wr) es po

sitiva, de modo que si h > 0 resulta d' > d] comc era.de
esperar, ya que la transfereéncia se ha operado desde un
sector de ipcri menor hacia uno mayor. En cambio sih < D
la expresidn (2.19) serd negativa mientras que:

(2.20) 0 <h < 2h*

donde:
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w. - W
s T

ko= o
(2.21) h 1+ L
X X

r =]

v serd nuevamente positiva cuando sea h< Zh*.

Para una mAs clara comprensién de lo expuesto, se adi
ciona un ejemplo sencillo sobre el cual se hard una pos-
terjior interpretacidn de lo ocurrido.

Sea, entonces, una distribucifn como la presentada
en la tabla 2.4.

TABLA 2.4
x5 Z; v,
0.5 0.2 0.4
0.3 0.6 2,0
0.2 0.2 1.0

A partir de esta tabla, se desarrollan otxas seis

distribuciones para distintos valores de h, como se pue-
de apreciar en las tablas 2.5 a 2,10. Un resumen de los
resultados obtenidos se consigna en la tabla 2.11.

TABLA 2.5 TABLA 2.6
X. Z. wW. X. Z. wW.
1 i 1 1 e 1
0.5 0.2 0.4 0.5 0.2 0.4
0.3 0.7 2.33 0.3 0.5 1.67

0.2 . 0.1 0.5 0.2 0.3 1.5
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Xx. z w X, z w
i i i i i i
0.5 0.2 0.4 0.5 0.2 0.4
0.3 0.48 1.6 0.3 0.4 1.33
0.2 0.32 1.6 0.2 0.4 2.0
TABLA 2.7 TABLA 2.8
X. z, W. X, zZ. W,
i i 1 i 1 i
0.5 0.2 0.4 0.5 0.2 0.4
0.3 0.36 1.2 0.3 0.3 1.0
0.2 0.44 2.2 0.2 0.5 2.5
TABIA 2.9 TABLA 2.10
Tabla h Wo - Wg d
2.4 0 2.0 1.0 0.48
2.5 0.1 2.33 0.5 0.758
2.6 ~0.1 1.67 1.5 0.36
2.7 -0.12 1.6 1.6 0.36
2.8 -0.2 i.33 2.0 0.413
2.9 ~-0.24 1.2 2.2 0.48
2.10 -0.3 1.0 2.5 0.63

TABLA 2,11
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La primera verificacifn corresponde al hecho de que
una transferencia en el sentido de los ipcri crecientes
aumenta la desigualdad, como en la tabla 2.5.

A través de los resultados de las tablas 2.6 y 2.7
se observa que la transferencia en el sentido de los ip-
eri decrecientes disminuye la desigualdad hasta que se lle
Ba aw_ =W, donde se alecanza un minimo relativo (abso-

luto bajo la condicién de todos los otrosng_constantes).

Nétese que la condicidn W, =w_ es equivalente a:
(2.22) h = h¥*

donde h* es el definido en (2.21).

Luego -obsBrvense tablas 2.8 y 2.9- el valor del in
dicador comienzaz a crecer con respecto al anterior, ya que
se estd3n transfiriendo ingresos de menor a mayor iperi,
aunque con respecto a la situacidn original siga siendo
menor hasta que alcanza el valor inicial, como se ve en
la tabla 2.9. Este caso corresponde a2l limite h = Zh*. A
partir de alli, el indicador siempre crecerd (tabla 2.10)
aun por sobre el valor inicial.

Dos aspectos importa destacar a partir del andlisis
realizado anteriormente. En primer lugar, ndtese que las
situaciones ilustradas en las tablas 2.4 y 2.9 presentan
la misma desigualdad, a juzgar por el valor del indica-
dor en ambos casos. Aunque aparentemente la observacidtn
de las respectivas tablas no permltlrla llegar a tal con
clusidn, debe recordarse que los t&rminos de compar§c1on

2 .
o} . W implemen los w..
son X, W, Yy mo s pl te i
En segundo lugar, importa destacar que no toda trans

ferencia de sectores de menor a mayor ipcri rTesulta en
una menor desipgualdad. En efecto, para transferencias mis
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alld del lfmite establecido se consigue el efecto contra
rio. Por supuesto, el Gptimo se logrard tomande h = h¥%,
esto es, W = w_.

Un nuevo aspecto se presenta cuando los sectores es
tan constituidos por subsectores. En estos casos, siguien
do la terminologia estadistica se habla de "desigualdad
dentre de sectores" y de "desigualdad entre sectores". Por
eso, una propiedad deseada para el indicador que se defi
na, consiste en la posibilidad de descomponerlo en dos fac
tores que representen, respectivamente, a lostermlnosan
tes mencionados. Para mostrar que el indicador actualmen
te analizado presenta esa propiedad es conveniente intro
ducir una nueva notacidn.

El problema indicado se plantea en la siguiente for
ma: se dispone de m sectores y, dentro de cada uno de.
ellos, se tienen n; subsectores.

Con x;5 88 identificard la fraccifn de poblacidn re

presentada por el subsector j del sector i y con zij se

identificard la participacifn en el ingreso del subsector
j del sector i. A base de ellos se definen:

Dy

(2.23) E x

[
il
-

la fraccidn de poblaciBn representada por el sector i.
(2.24) z, = Z.

la participacidn en el ingreso del sector i.

(2.25) u,, = x../xi
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la fraccidn de poblacidn representada por el subsector j
del sector i dentro de su sector.

(2.26) vij = zij/zi.

la participacidn en el ingreso del subsector j del sector
i dentro de su sector.

(2.27) wij = vij/uij

el ingreso per cdpita relativo del subsector jdel sector
i, que se puede denominar como ipcrij.

(2.28) w. =z, [x,

el ingreso per cidpita relativo (al total) del sector i,
que se identificard como ipcri. Adviértase que en esta
particular definicidn el subindice i. no representa suma
sobre j, va que los valores per cipita (por razdn de dos

Rt
variables) no resultan aditivos; esto es, W # E w.j.
. i i1

j=1

Sin embargo, se ha preferido esta notacidn debido a 1la
asociacidn creada entre w y el cociente entre z ¥y X.

Con la notacifn descripta precedentemente se puede
definir un indicador de desigualdad para cada sector adap
tando la expresidn (2.11) para obtener:

n,
1

- 2
(2.29) 4; = J; ugs Wi - 1
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S8i ahora se extiende la definicidn para todos los
sectores se tendra:

m 04 24+
|
(2.30) d=5 x.. 5% _ 1=

c— £ if ‘x..
i=1 j=1 1]
m Z n. V.

_ i,,2 & ij.2

=2 Xi.(x.)z_ uy G - t=
i=1 i. j=1 ij

2 m 2
(e Wy ) dg + <i§1 x5 W o-D

fl
i

l:

Se ha logrado, como se puede ver en 1la expresidn
(2.30), descomponer d en dos factores. El primero repre-
senta una suma ponderada de los indicadores de desigual-
dad dentro de cada sector, tal como se los definid en
(2.29). El segundo t&rmino, entre paréntesis, muestra la

desigualdad entre los sectores ¥ serd denvtado como do.

La objecidn que puede presentarse a esta descomposicién,
tal como lo puntualiza Theil (ver Theil (1967)), es que
la suma de los ponderadores incluidos en el primer fac-
tor no es una constante, ya que es igual a dD +1 y de-

penderd, por lo tanto, de la desigualdad entre sectores.

En la tabla 2.12 se ilustra un caso como el analiza
do filtimamente. Al111 se han listado los ingresos por sub
sector provenientes de una hipotdtica distribucidn.

Sobre la base de esos datos se confececiond la tabla
2.13, donde se consignan los valores necesarios para el

cdlculo indicado en la expresidn (2.30).
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Sectores

Subsectores

Fraccidn de

Participacidn

poblaci®n en el ingreso
Propietarios 0.03 0.08
ALTOS ]
Dependientes 0.06 0.12
Profesionales 0.06 0.09
MEDIOS Dependientes 0.18 0.20
Independientes 0.12 0.12
Independientes 0.20 0.16
BAJOS )
Asalariados 0.35 0.23
TABLA 2.12
T X . z.. z. V.. .. W 2 d.
L]1 ij i ij ij i. ij ij i xeooWy i
1 0.03 0.33  0.08 0,60 1.20
1 0.08 0.20 1,22 0.443  0.0108
2 0.06 D.67 0.12 0.60 0.90
1 0.08 0.17 0.08 0.2 1,32
2 2 0.18 0.3 0.50 0.20 0.41 0.4% 0,98 1.14  0.467 0.0320
3 0.12 0.33  0.12 0.29  0.88
1 0.20 0.36  0.16 0,51 1.14
3 0.55 0.39 0.71  0.277  0.0096
10 0.35 0.64 0.23 0.59  ©.92
gy 0.187
g 0.2134

TABLA 21.13
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3. OTRAS MEDIDAS

Muchos tipos de indicadores han sido sugeridos a lo
largo del tiempo y a través de diversos autores. No obs-
tante, el uso y la aplicacifn a problemas particulares
han determinado que sobrevivan sdlo algunos de ellos. El
cuadrado del coeficiente de variacifn, analizado en el
punto anterior, se eligif por considerar que surge como
consecuencia natural del planteo de medir la desigualdad
en la distribuciBn. Junto con &1, otras medidas usuales
son el coeficiente de concentracifn de Gini v el indiea-
dor de entropia (de Theil). En un trabajo de aplicacidn
de Weiskoff (1974) se sefialan como medidas tradicionales
los mencionados indicadores de Gini ¥ el coeficiente de
variacidn, pero agregando el indicador de Kuznets y las
participaciones ordinales en el ingreso, consignando al-
gunas criticas con respecto a cada indicador.

Tinbergen, por su parte (ver Tinbergen (1975)), uti
liza la razén entre deciles o quintiles extremos, los des
vios en valor absoluto de cada participacifn con respec-
to al promedio, una suerte de variante del coeficiente de
variacidn; el coeficiente de Gini (que llama R y define
en una forma mds cercana =z los economistas) v el porcen-
taje maximo de nivelacién, que es el porcentajedel ingre
so total que debe ser transferido de los mas ricos a los
mis pobres a fin de lograr la igualdad, utilizado junto
con el coeficiente de Gini en un extensa trabajo de Paukert
(1973).

A estas medidas cabzia agrepar el indicador de Atkin-
son, corregido posteriormente por Allingham, que serd ana
lizado mds adelante.

El coeficiente de Kuznets, tal cual aparece defini-
do en Jain (1975), es el promedio aritmético de los des-
vios en valor absolute, con respecto a 0.05, de la parti
cipacidn en el ingreso de cads vigesil de poblacidn. Es-
te indicador puede ser generalizado a cualquier l/Nuil.pg
ra dar:
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I

s

: N
(3.1 CK(z) = EZ: I z; -
i=1

Si se conviene en tomar los zZs ordenados de mayor a
menor y se define r como el indice del {iltimo z; que supe

ra 1/N, 1a (3.1) se puede reescribir como:

=z

i=r+1

. T
(3.2) K(z)-z (2, =) + Z G-2z)=2) 2
i=i

Notese que este indicador, de acuerdo con (3.2), tomard
el mismo valor para todas aquellas distribuciones que man
tengan constante la suma de las participaciones mayores
que 1/N.

El indice de concentracidn de Gini, muy difundido en
tre leos economistas, representa -en una distribucidn de
ingresos- el coeficiente del drea encerrada por la blsec
triz del primer cuadrante y la curva de Lorentz dividida
por el drea del trifngulo bajo la bisectriz. Sin embargo,
con miras a obtener una expresidn adecuada se ha preferi
do la forma utilizada por Pyatt (1976) que es la siguien
te:

.l N N
ZNZ i=1 j=1 ’ iT yj '
(3.3) G .
N 2 Vi
i=1
. < N
para una distribucifn {y.}. ,

Un gran inconveniente para este indicador, como pa-
ra los que se analizardn posteriormente,reside en su fal
ta de discriminacidn; esto es, que para muchas distribu-
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ciones que intuitivamente parecerian completamente dis-—
tintas, el indicador toma el mismo valor.

Para verlo, conviene adoptar la convencién de reor—
denar los conjuntos que representan las distintas distri
buciones de modo que Vi yj sl i < j. Con esta conven-

cidn la (3.3) se puede escfibir ¢om0:
2 & 1
(3.4) | G =y Y.ooiz, - (L+32)

La expresidn (3.4) permite inferir que, para las dis
trlbuclones de igual N e ¥, el 1nd1cador‘con51derara igua
N .
lesa todas aquelT ag que tengan igual el término Z i }r .
i=1
Para ilustrar esta conclusifn en la tabla 3.1 se presen-
tan distintas distribuciones de un mismo total .Y que ve-
rlflcan producir un mismo valor de G. En la {iltima colum
na se ha adicionado el valer de d para poder - comparar el
comportamlento de ambos indicadores,

Yl Yz Y3 }’4 ¥g G d

11 10 6 2 1 11.2 0,456
12 10 2 2 2 11.2  0.422
10 10 8 2 0 11,2 0.489
12 8 6 4 0 11.2 0.444
11 10 5 4 0 ;

11.2  0.456

TABLA 3.1
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El indicador de entropia analizado en extenso por
Theil (1969) tiene comportamiento y propiedades simila-
res al cuadrado del coeficiente de variacidn. Su expre-
sidn es la siguiente:

N
(3.5) T(z) = Ez: z; log N z,
i=1

donde z, es, como ya se convino, la participacidn-en el
ingreso, ¥y log representa los logaritmos naturales.

La buscada propiedad de poder ser descompuesto en dos
factores cuando los sectores contienen subsectores no es

tan evidente a partir de la expresidn (3.3), pero, siguien
do el desarrollo dado por Theil, se llepa a:

m m
(3.6) T(w) = %;; z; Tigw) + Eé% z, log W,

n-
i
con Ti(w) = g;; Vit log i y 1a notacifn es lamismauti

lizada para (2.28).

La ventaja de la expresidn (3.6) con respecto a la
lograda en (2.28) reside, como lo destaca Theil, en que
los ponderadores en el término correspondiente a la desi-
gualdad dentro de sectores,—zi— suman uno, siendo, por lo

tanto, independientes del otreo t&rmino,
El indicador de Atkinson responde, por su parte, a

un enfoque de medir el "bienestar social" y tiene la for

ma:
1

Vi 1-e 1-e
(3.7) I=1- {g vl £(y;)}
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donde se supone que {y.} es una muestra roveniente de
pone q i

una distribucidn con media p y de Ffrecuencia relativa
f(yi). Pata el caso mas simple contemplado al principio

se tiene que § =y y £(y;) = 1/N, de modo que al reempla
zar en (3.6) se obtiene:
1

Zgl—e)gT:E
i

, B
(3.8) I=1-K {E-g;;

El coeficiente e es el 1llamado "grado de aversién a
la desigualdad” y, segfin el valor que se le asigne, el in
dicador tendri sensibilidad a distintos aspectos, Asi, por
ejemplo, a medida que e crece se les dard mayor peso a las
transferencias en el mis bajo nivel de la distribucidn.
M2s detalles pueden ser consultados en Atkinson (1970}, v
una correccidn del mismo, en Allingham (1972).

4. COMPARACION ENTRE LOS ENDEGA@@RES

En lo que respecta a la comparacidn entre los dis~
tintos indicadores analizades es importante mencionar el
trabajo de Champernowne (1974) donde realizd un estudio
comparativo entre los indicadores mencionados, aunque des
de una 6ptica muy particular, ya que se ocupa de cuntem-
plar tres aspectos: desigualdad debida aun extremado bie-
nestar relativo, desigualdad entre los ingresos menos ex
tremos y desigualdad debida a la extremada pobreza.El and
lisis procede a través de lz simulacidn dEdlLerEﬂtEadls
tribuciones para comparar el comportamiente de los d1ver
sos indicadores para cada uno de los aspectos antes seha
lados.

Comc una de las aplicaciones posibles de estas medi
das comsiste en comparar laz distribucidn de un mismo in-
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greso en diferentes oportunidades, pareceria adecuado po
der establecer la sensibilidad del indicador frente a las
transferencias de ingresos de un individuo a otro. Esto
seria una generalizacidn del aspecto analizade en el pun
to 2, pag. 9.

Para elloc se define la sensibilidad del indicador co
mo:
-1
(4.1) S(I) = lim oY {1 (yl, Yos envs Y. = hy, ve.p ¥_+
b0
+hy wee, YN)—I(Y]_: YZ’ ey Yrs ey YS’ vy yN)}
donde I representa genéricamente un indicador, Como se ve,
1z sensibilidad dependerd de los sectores r y s, de modo

que, en general, no serd uniforme.

Para el indicador d se tiene:

Gy e = e -wit gy’

¥ it#r,s

De mode que, al aplicar la expresitn (4.1), se lle-
ga at

(4.3) s(d) = 1@%{—1*12« (-2hy_+b?+2hy, +hd)} =
h+0 Y
N
=—(y -v)
Y2 2] T

De la expresién (4.3) se deduce que sila transferen
cia ocurre entre individuos con el mismo ingreso, el in-
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dicador es insensible frente a transferencias muy peque-
fias. Ademds, a medida que aumenta la diferencia entre los
ingresos, la sensibilidad es mayor.

Para el caso del indicador de Gini, conviene utili-
zar la expresidn deducida en (3.4) para obtener:

£.1 L2 (e _2 _ -
(4.4) Gh=Z{N+1 Yigrfslyi Flr G, -m+s, - w|}

Por lo tanto:
. 2
(4.5) 5(G) = ﬁ-(r - 8)

Si.bien la expresidn obtenida es muy similar a la de
la sengibilidad de d, la diferencia estriba en que en
(4.5) solo aparecen los Indices de los individuos y no su
ingreso. 0 sea que la variacién del indicador frenteava
riaciones muy pequefias del ingreso depende solo de la po
sicidn relativa de los individuos dentro del rango de in
gresos, independientemente de la magnitud de &stos.

Por otra parte, aplicando un razonamiento similar al
utilizado en los casos anteriores, se obtiene para el in
dicador de Theil:

. ‘ y. .ty ¥
s r s .1 ’s
(4.6) S(T) = 5—= + £ log ;.

Finalmente, para el indicador de Atkinson- dado en la
expresitn (3.8) se obtiene:

1

(4.7) S(I) = ¥ (—1\13)'1_e (1 -e)¥° (y;e - 7.5
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Con miras a lograr resultados mds generales se pue-—
de, como ya se coment8, dar al tema de la desigualdad en
la distribuci®n un enfoque estadistico. Para ello, secon
sidera el conjunto {yi}§=1 representativo de la distribu

cidn como una muestra proveniente de una cierta variable
aleatoria con funcidn de densidad £(y) o decuantiaf(yi)
segln corresponda.

La variable Y generalmente tiene um rango de varia-
citn (0,v%) donde y* puede ser suficientemente grande pe
ro no infinito. Ahora cada distribuci®n posible es, en
realidad, upa funci®n f, de modo que la familia de dis—
tribuciones serd una familia de funciones.

Asi por ejemplo, el caso de "médxima igualdad" esta-
rd definido, para el caso discreto, como:

(4.8) £(y) = é: s1

y =¥
siy#u

- 1

donde y = E:: Y f(yi).
i
Para el cdlculo de d hay que temer en cuenta que la
definicidn dada en (2.6) se referia a un estimador mues-—

tral, mientras que ahora se conoce la distribucidn tedri
ca, por lo que se puede calcular directamente a partir de

ny 02. Para ello basta evaluar:
2 2 2
(4.9) o" = 3. ¥; Ely) - w =0
i
) 2,2
¥, en consecuencia, d* =0 fu” = 0.

Una distribucidn que represente la mAxima desigual-
dad puede estar dada por la siguiente:
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, a, si y = y*
(4.10) f(y) = , con a~+0.
l-a, siy =10

Para este caso se tiene que y=ay*; 0'2 ={a (1 - a)y*}2
. ¥, por lo tanto:

(4.11) d* = (1 - a)/a

NStese que si en (4.11) se toma a = 1/N se obtiene
para d* el valor maximo hallado en el punto 2.

Gastwirth (1975) utiliza una generalizacidnde la ex
pre51on dada para el cuadrado del coeficiente de wvaria-
cidn basfndose en una medida generalizada de dispersidn.
Asi, si h(y) es una funcidn convexa con h(0) =0y f(y) es
la funcidn de densidad para la cual se quiere medir 1la
dispersidn segin h, esa medida estarid dada por:

(4.12) D(h) =/h(y) £(y) dy - h(u)
La medida presentada por Gastwirth tiene la forma:
(4.13) M(h) = D(h)/h(n)

Notese que cualquiera sea h(y) si £(y) esla funcién
definida en (4.8) se obtendrid D(h) = 0. Porel contrario,
el valor mAximo depende de la forma funcional de h. En
efecto, apllcando (4 13) a 1a funcidn definida en (4.10)
se obtlene

- ah (y%) _
(4.14) uh) = =t -1
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Es interesante notar que si se elige h(y)==y2 la ex
.presidn (4.13) se convierte en el cuadrado del coeficien
te de variacidn y si se toma h(y) =y log ¥, la medida
M(h) se transforma en el indicador de Theil, dividido por
log u.

5. CONCLUSIONES

A través del andlisis de los cinco indicadores se-
leccionados y de los antecedentes -en la literatura comen
tados se puede concluir que no existe realmente un indi-
cador Sptimo. Ademds, como ya se dijo e ilustzd con ejem
plos numéricos, los indicadores presentan el grave incon
veniente de generar clases de equivalencia, esto es, com
juntos de distribuciones con igual valor del indicador pa
ra los cuales el investigador no ha previsto considerar
jguales. El otrc problema que se plantea es el hecho de
que los indicadores no produzcan el mismo "ranking', de
modo que al desplazarse de una distribucidn hacia otra al
gunos indicadores disminuirdn mientras que otros aumen—
tan. Por lo tanto, puede ser aconsejable utilizar simul-
tAneamente varios indicadores, interpretando cada uno en
su contexto. No obstante, se proseguird investigando con
miras a obtener una formulacifn matemAtica que permita en
focar el problema de los indicaderes en forma global.
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